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ESPONENZIALI E LOGARITMI

1) COSA SIGNIFICANO GLI ESPONENTI IRRAZIONALI

& Ripasso delle potenze ad esponente intero relativo

def
Q " =ga-...a (n=2,345, .. ossianeN, n>2)
H_J
n fattori
def
QO 4 =a
def

Q <=1 (con a#0: 0° ¢ considerata operazione "indeterminata ")

def n
Q :Lz(lj (neN*=N-{0}, a=0)
a

a

& Ripasso delle potenze ad ESPONENTE FRAZIONARIO

Esponente frazionario positivo:

mdef m
a a® =Na™ (meN,neN*zN—{O}, ossia —e Q; aZOj.
n

T diventa esponente
. —diventa indice — /am

Esempi:
3 1 1
a7 =3aS, p6=p, 643 =Yeh=4; 72=T=2,64575..

3
(x+3)2 =y(x+) = (x+y)fx+y

Esponente frazionario negativo:

_M def 1 1 . m
Q (a”" =—= meN,ne N¥*=N-{0}, ossia ——eQ_; a>0
m nl m n
a’ “
Esempi
3 1
SR SRS SIS U B RN PRV SR S S
3 453 48 453 h 2 1 325 5°
24 1253
1
o 1 (| 1

(2 -2x+1) 2 = =

(x2 —2x+1)2

\/x2 —2x+1 ) \/(x—1)2 ) |x_1|

¥ OSSERVAZIONE

m m

Le scritture a”, a " vengono utilizzate,

o almeno dovrebbero essere utilizzate (qualche testo infatti fa eccezione),

soltanto con una BASE POSITIVA.

Infatti, applicandole con base negativa, potrebbero verificarsi fastidiose ambiguita:

1 2
ad esempio, (—8)3 =3/-8=-2 ma (-8)¢ =(-8)> =%64 =42 1




CONSERVAZIONE DELLE PROPRIETA’

Si puo dimostrare che le potenze ad esponente frazionario continuano a godere
di tutte le proprieta gia dimostrate a suo tempo per gli esponenti interi.

Dunque:
Conr,seQ (razionali relativi):
) a df=at
B

a -
2) _:ar S
aS

3) (ar)s — al’S
4) (a-b) =a" -b"

(-5

6) a"-b" =(a-b)" (inversa della 4)

r
a

r
7)) — :(gj (inversa della 5)
AN

A titolo di esempio, dimostriamo solamente la 1) e la 3),
nel caso particolare di esponenti entrambi positivi

(r,se@iz@+—{0}):

m P
s o q nq nq nq
a -a*=an-a? =Na" Na? = \Va™ -Na" ="Na™ "’ =
mq+np my/ Ap m
nq n
:\/amq+np:a ng za//{q:an

@) lar ) (e W)~ =7 —amt

Nel prossimo paragrafo introdurremo le potenze con esponente irrazionale;
dopodiché, potremo parlare di potenze con esponente in R.

Bene, si potrebbe dimostrare che

le 7 proprieta sopra riportate

valgono per qualsiasi coppia di esponenti REALI 7, s.

r-s
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» Potenze ad ESPONENTE IRRAZIONALE

32=9

J2 =1,414213...
Approssi- ... ed elevando la base 3 Approssi- ... ed elevando la base 3
mazioni a questi esponenti razionali, mazioni a questi esponenti razionali,
RAZI%FALI che sono inferioria /2, RAZI(?E\IALI che sono maggiori di ~/2,
DIFI])ETTO si ottiene: ECé)ESSO si ottiene:

di V2 : di V2

1,4 o 1,5 o
: 314 =310 = 1314 — 4,655... ’ 313 =310 =315 =5.196..
1,41 ol 1,42 %
3141 Z 3100 21093141 _ 4 706, 3042 — 3100 1093142 — 4 758...
1,414 1414 1415 o
31’414 :31000 :1000 31414 :4’727 31’415 :31000 :1000 31415 :4,732
1,4142 14142 1,4143 14143
314142 _ 310000 — 10000314142 _ 4 798 314143 = 310000 = 1000314143 — 4 799

Se si continuassero i calcoli,
segnando su di una “number line “ i punti corrispondenti ai numeri che si ottengono come risultato,
si otterrebbero sulla retta numerica due famiglie di punti:

e una famiglia “rossa”, quella dei punti associati ai numeri della forma 3", con re@Q, r< V2 ,
e ¢ una famiglia “blu”, quella dei punti associati ai numeri della forma 3°, con se@Q, s> V2

I punti “rossi” si trovano tutti a sinistra dei punti “blu”;

d’altra parte il “branco” dei “rossi” si avvicina al “branco” dei blu, tanto da “sfiorarlo”.
Si capisce che dovra esistere uno e un solo numero reale che fa da “elemento separatore”
fra la famiglia rossa e la famiglia blu.

A tale numero reale noi assegniamo, per definizione, 1’onore di essere il risultato dell’operazione 3\/E .

Riassumendo:

32

¢, per definizione, quel numero reale il quale ha la proprieta di essere:

o maggiore di tutti i numeri della forma 3",
essendo r un’approssimazione RAZIONALE per DIFETTO di /2

e ¢ minore di tutti i numeri della forma 3°,
essendo s un’approssimazione RAZIONALE per ECCESSO di /2

NOTA:

il fatto che tale numero reale esista e sia unico ¢ intuitivo, ma ¢ anche dimostrabile rigorosamente.
Si tratta pero di far riferimento a una definizione matematicamente ben fondata di “numero reale”,
che va al di 1a dei limiti del presente corso.




2) LA FUNZIONE ESPONENZIALE

In questo paragrafo studieremo la “funzione esponenziale” | y = a*

(x ¢ la variabile indipendente, mentre a indica un numero fissato: es. y =2%).

O E’ importante tener presente che la base fissa a va sempre presa strettamente positiva (a > 0).

Infatti, con a <0 succederebbero dei grossi “pasticci” e precisamente:
1

2
e ambiguita nel valore di y: ad esempio, (-8)3 = J-8=-2 ma (-8)6 = (—8)2 =64 = +2

o funzione dal grafico tutto “bucherellato”:

ad esempio, se si volesse considerare y = (-2)", accadrebbe che ...
1

v ... dando a x il valore 1/3 si avrebbe regolarmente y = (_2)§ =32 =-32=-1.25992...
1

v' ... mentre con x =1/2 la funzione non esisterebbe! y = (—2)5 =+—-2 IMPOSSIBILE (in R)

O Tutto sommato, potremmo anche ammettere il caso a =0;
tuttavia, ci ritroveremmo con la funzione y = 0" che sarebbe assai poco interessante
(e, inoltre, si discosterebbe radicalmente da tutte le altre funzioni della “famiglia”).

y=0"
Con x <0 la funzione non ¢ definita;
con x>0 siha y=0.

Il grafico ¢ una semiretta aperta
( = privata dell’origine) D . . . .

In definitiva,
quando considereremo la funzione esponenziale y =a”™,

o meglio la famiglia delle funzioni esponenziali y =a”,

supporremo sempre a >0, a#1.

Il grafico cambia completamente a seconda che sia a>1 oppure 0<a<l1.

Faremo esperienza di questo fatto andando a tracciare innanzitutto i grafici delle due funzioni:

)
y y 5




Grafico di
y=2"

Tutte le funzioni
esponenziali
y=a*

con base a >1
hanno un grafico
che assomiglia,
qualitativamente,
a quello ottenuto
nel caso a =2

Grafico di

Tutte le funzioni
esponenziali
y=a

conbase 0<a<l
hanno un grafico
che assomiglia,
qualitativamente,
a quello ottenuto
nel caso a=1/2

-4
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GENERALIZZAZIONE E SCHEMA RIASSUNTIVO

1
/ 1
‘ Ld L
1 = t 1 = t
X X
y=a con a>1 y=a con 0<a<l
Dominio: R = (oo, +w) Dominio: R = (—o0,+0)
Codominio: R, =(0,+) Codominio: R, = (0,+w)
La funzione ¢ strettamente crescente su tutto R : La funzione ¢ strettamente decrescente su tutto R :
Vs,teR |s<toad®<d, cona>1 Vs,teR |s<t<a®>d', con 0<a<l
La funzione ¢ strettamente positiva su tutto R: La funzione ¢ strettamente positiva su tutto R:
a*>0 VxeR a*>0 VxeR
lim a* =40, cona>1 lim a*=0", con0<a<l1
X—>+00 X—>+o0
lim ¢*=0", cona>1 lim a* =+, con0<a<l1
X—>—00 X—>—=®

Osserviamo infine, in vista del successivo capitolo sui “logaritmi”, che

I’equazione
ax =q
¢
IMPOSSIBILE se ¢<0
DOTATA DI 1 E 1 SOLA SOLUZIONE se ¢ >0




3) LOGARITMI

La scrittura
log,b (a>0,a=1, b>0)
si legge “logaritmo in base a di b” ¢ indica
I’esponente che occorre dare al numero a, preso come base, se si vuole ottenere come risultato b.

a si dice “base” del logaritmo;
b si dice “argomento” del logaritmo.

In sintesi:

def.
log,p=c < a“=b

Esempi (dal 5 in avanti, i risultati sono a fondo pagina ... prima di andarli a vedere, prova tu a determinarli!)

1) log,8=3 2) logzéz—S 3) log82=% 4) log,20=4,..
5) log;81= 6) logg3= 7) 10g81%= 8) logy3=

9) logzl= 10) log3~/3 = 11) logz2 = 12) log;(-3) =
13) log; 0= 14) log, 8 = 15) 10g54\t/g=

U Dati il logaritmo (= il valore del logaritmo) e la base, determinare ’argomento
log, x=5; x=7?
Per esercizi di questo tipo ¢ sufficiente ricordare la fondamentale definizione
log,b=c<>a=b
ossia tener presente la definizione stessa di logaritmo:
il logaritmo ¢ I’esponente che occorre dare alla “base” per ottenere I’ “argomento”.

Nel nostro caso I’esponente che occorre dare alla base 2 se si vuole ottenere 1’argomento x ¢ 5,
quindi, molto semplicemente, si ha

V=x, x=22=32

U Dati il logaritmo e I’argomento, determinare la base
log,9=-2; x=?
In generale, esercizi di questo tipo si possono ricondurre ad un’equazione della forma x% = 8
(nel nostro esempio, I’equazione ¢ x=2 =9).
E un modo per risolvere un’equazione di questa forma

¢ di elevare sia il primo che il secondo membro all’esponente 1/« :
1 1 1

xa:ﬂ; (xa);:ﬂa; x:ﬂa’
Riprendiamo I’esempio x~2 =9: qual ¢ il numero x che elevato all’esponente —2 da come risultato 9?
Beh, in questo caso lo si trova facilmente per tentativi
(“capovolgo” un numero x e lo elevo al quadrato ...
... devo ottenere 9 come risultato ...

... ma allora il numero ¢ 1/3!);
altrimenti:

_7' _— 1
s
92
RISULTATI DEI LOGARITMI DAL 5) AL 15):
5)4 6) % 7) —% 81 9)0 10) % 11)0,... 12)impossibile 13) impossibile 14) % 15) —%




4) LA FUNZIONE LOGARITMICA

In questo paragrafo studieremo la “funzione logaritmica”

(X ¢ la variabile indipendente, mentre a indica un numero fissato).

E’ importante tener presente che
la base fissa a va sempre presa strettamente positiva e diversada 1 (¢ >0, a#1).

La funzione y =log, x ¢ definita solocon x>0;
infatti il logaritmo di un numero negativo non esiste.

Il dominio della funzione logaritmica ¢ percio Ri =(0,+0)

Come per la funzione esponenziale, il grafico ¢ nettamente diverso nei due casi: a>1; 0<a<l1

Graficodi y=log, x Graficodi y=1log; x
2
4- =
34 3
2+ 2-
1+ 19
o o
T T T T T
-1 o 1 2 3 4 1 o
=14 14
24 -2+
-3+ -3
R 44

Il grafico di y =log; x ¢ il simmetrico, rispetto all’asse orizzontale, del grafico di y =log, x.

2
Infatti:

1Y _
yzloglx < (5) =x 27 =x o —y=log,x & y=-log, x
2
quindi

log; x =-log, x
2
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GENERALIZZAZIONE E SCHEMA RIASSUNTIVO

T

y=log,x con a>1
Dominio: R’ =(0,+0)
Codominio: R = (—o0,+o)

La funzione € strettamente crescente su tutto R :

Vs,teR |s<t<—>logas<logat, con a>1

lim a* =40
X—>+00

lim a* = -
x—0+

y=log,x con 0<a<l
Dominio: R, = (0,+00)
Codominio: R = (—o0,+o0)

La funzione € strettamente decrescente su tutto R :

Vs,teR |s<t<—>logas>logat, con0<ax<l

lim a* =-o
X—>+00
lim a* =+
x—0+

Un’ultima osservazione: i grafici delle due funzioni y=a", y=Ilog,x
sono simmetrici I’uno dell’altro, rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante.

Ci0 si deve al fatto che

una funzione esponenziale, e la funzione logaritmica nella stessa base,
sono FUNZIONI INVERSE L’UNA DELL’ALTRA.

Infatti:
y=f(x)=a"
Invertiamo :
a' =y, x=log, y
Quindi

x=f(»)=log, y

e, se si scambiano i nomi delle variabili, y = f_l(x) =log, x

Ma ¢ noto che

il grafico di una funzione, e quello della sua “inversa a variabili scambiate”,
Sono appunto simmetrici ['uno dell altro, rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante.
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5) I LOGARITMI: QUESTIONI DI STORIA E DI SIMBOLOGIA

I logaritmi sono stati studiati per la prima volta intorno al 1600, e la loro scoperta si deve a tre scienziati:

1) Napier, scozzese (il nome ¢ spesso italianizzato in Nepéro).
Egli si occupo dei logaritmi che al giorno d’oggi sono chiamati “neperiani”, o “naturali”.
Si tratta dei logaritmi la cui base ¢ un particolare numero irrazionale indicato con €.
Il numero e vale circa 2.7: e=2.7182818...
E’ una specie di numero “principe” della matematica, un po’ come 7.
Esso si incontra nelle situazioni piu disparate: dagli interessi finanziari alle disintegrazioni nucleari.

Si tratta del valore a cui si avvicina la quantita (1 +—j , quando #n tende a infinito: e = lim (1 +—j
n n—»0 n

2) Briggs, inglese. Introdusse i logaritmi in base 10.
Lavoro indipendentemente da Nepéro, ma i due ebbero modo di confrontare le rispettive ricerche.

3) Burgi, svizzero.

ALCUNE QUESTIONI DI SIMBOLOGIA (MAMMA MIA, CHE PASTICCIO! ®)
Di norma si utilizza la simbologia seguente:
log x oppure Log x o Igx per indicare log;yx (logaritmo in base 10);
Inxper indicare log,x (logaritmo “naturale” di x, la cui base ¢ il “numero di Nepéro” e~ 2.7)
Tuttavia, osserviamo che:
e certi testi utilizzano il simbolo log x col significato di /nx;
e ¢ possibile usare per brevita, al posto del simbolo log, x, semplicemente il simbolo/og x ,

quando la particolare base ¢ ininfluente sul procedimento,
oppure quando la base utilizzata ¢ evidentissima dal contesto e quindi puo essere sottintesa.

¥ LA NOSTRA SCELTA:

con Log x indicheremo il logaritmo in base 10,
con /nx quello “naturale” o “neperiano”, insomma: in base e ~ 2.7
con /log un generico logaritmo, nei casi in cui sia ininfluente la base.

UTILITA’ STORICA DEI LOGARITMI; LORO IMPORTANZA SCIENTIFICA OGGI

1 logaritmi ebbero il merito di rendere estremamente piu veloci i calcoli degli astronomi, per la possibilita di

ricondurre (in virtu delle proprieta che, per motivi di impaginazione, sono introdotte alle due pagine successive)

le moltiplicazioni e divisioni a somme e sottrazioni, e le estrazioni di radice alla divisione per un intero;

il tutto tramite la consultazione di apposite tabelle compilate una volta per tutte da “lavoratori del calcolo”.
34,71-5,125-9/7,34

Ad esempio, di fronte alla necessita di eseguire il calcolo 2246 =x,

I’astronomo del '600 operava sostanzialmente nel modo seguente:
(34,71-5,125 47,34
Log

22,46

A questo punto lo studioso andava a consultare le sue tabelle logaritmiche e calcolava il valore del 1° membro,
eseguendo esclusivamente addizioni, sottrazioni e una divisione per 4, operazioni piu semplici di moltiplicazioni,
divisioni, estrazioni di radice, in un’epoca in cui non esistevano né macchinette calcolatrici né computer (NOTA).

1
Jz Logx; L0g34,71+L0g5,125+ZL0g7,34—L0g22,46 =Logx

Questo calcolo permetteva di determinare il valore di Log x e di qui si poteva poi risalire a x
tramite una specie di consultazione “a ritroso” delle tabelle ( = passaggio all’ “antilogaritmo”)

NOTA: a dire il vero, le tabelle logaritmiche a disposizione del nostro astronomo contenevano soltanto
i valori dei logaritmi dei numeri interi da 1 fino ad un certo valore massimo, ma lo scienziato

“se la cavava” ugualmente: Log34,71= Log 3;;)1 =Log3471—-Log100= Log3471-2

A parte la loro importanza storica per quanto riguarda [ effettuazione dei calcoli in tempi “non tecnologici”,

i logaritmi entrano tutt’oggi in una vastissima serie di questioni matematiche e scientifiche.

Hai probabilmente gia appreso che in Acustica per misurare l’intensita sonora si utilizza

(dato I’enorme campo di variabilita delle intensita udibili) una scala logaritmica.

Forse hai gia potuto constatare la rilevanza dei logaritmi in termodinamica.

Ma sono solo due esempi. ¢ davvero sconfinato ['utilizzo dei logaritmi nella matematica sia pura che applicata.
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6) PROPRIETA’ DEI LOGARITMI

1) Il logaritmo del prodotto di due (o piu) numeri positivi
¢ uguale alla somma dei logaritmi dei singoli fattori:

|10ga(m'")=logam+logan (m,n >O)|

Esempio: log;(81-9) =log; 81+1log; 9
332 4 ¥ 2
36
\—W—J
6
Dimostrazione

log,m=x<>a* =m
log,n=y<«<>a’=n
log,(m-n)=log,(a* -a’)=log,(a")=x+y=log, m+log,n

OSSERVAZIONE:

se il prodotto m-n é positivo, ma m ed n sono entrambi negativi,
allora la formula scritta perde la sua validita.

Tuttavia, in questo caso

(e anche nel caso in cui si sappia che m-n >0, ma non si conoscano i segni di m ed n),

vale la variante seguente:
1’) log,(m-n)=log, |m| +log, |n|

2) Il logaritmo del quoziente di due numeri positivi
e uguale alla differenza dei logaritmi del dividendo e del divisore:

logagz log, m—1log,n (m,n>0)

Se non e detto che m ed n siano entrambi positivi, ma si sa che — >0, la formula da applicare e

n

27) loga% =log, |m| —log, |n|

La dimostrazione della 2), analoga a quella della precedente 1), ¢ lasciata al lettore.

Esempio: logZ% =log,3—-log,16 =log,3—-4

3) Il logaritmo di una potenza (con base positiva)
¢ uguale al prodotto dell’esponente per il logaritmo della base:

log,b" =m-log,b (b>0)

- 2 _
Esempio: log, 8- =2 log; 81
(34)2238 34
—
8 4
Dimostrazione

log,p=x<>a"=b

log,b" =log,(a*)" =log,a™™ =x-m=m-log, b

Se b™ ¢ positivo ma b é negativo o di segno sconosciuto o imprecisato, vale la formula:

3’) log, b™ =m-log,|b|

Conseguenza della proprieta 3) ¢ la seguente:

1
3% log, Ub = log, b" =Llog, b= 28a®
n n
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4) |log,a™ =m| (segue immediatamente dalla definizione di logaritmo)

5) a'%%ab = p (segue immediatamente dalla definizione di logaritmo)

6) |log,b=log,c-log,b|

Dimostrazione

log,c=x < a*=c

log.b=y < ¢’ =b

log,b=1log, ¢’ =y-log,c=1log.b-log,c=log,c-log.b
CONSEGUENZE della 6)
log,a=1log,c-log.a

da cui
1=log,c-log.a > fa el

Nel caso particolare b=a la 6) fornisce:

1

log, c

6’) |log.a=

ovvero: scambiando la base con I’argomento il logaritmo si muta nel reciproco;
o anche: i due numeri log,c e log.a sono reciproci’uno dell’altro.

Un’altra conseguenza notevole di 6) ¢ la cosiddetta “formula per il cambiamento di base”:

log, b

6’) |log.b=
log, c

FORMULA PER IL CAMBIAMENTO DI BASE

Esempio: 10g2 7 _ loglo 7 _ 0.845...
se si vuol passare log;p2 0.301...
ai logaritmi in base 10,
perche la macchinetta
calcolatrice li fornisce

=2.807...

1
7’) |log, P —log,c| (“il logaritmo del reciproco ¢ I’opposto del logaritmo”)

Quest’ultima formula puo essere vista come conseguenza della 2):
1
log,—=1log,1-log,c=0~-log,c=-log,c
c
oppure, se si preferisce, come conseguenza della 3):

log, 1 log, = ~1-log,c=-log,c
c

7’) |log; c=-log,c| (“illogaritmo con base reciproca ¢ ’opposto del logaritmo”)

a

X
Dimostrazione: log;c=x <> (—) =c¢; a =c¢; —-x=log,c; x=-log,c
= a
a

7°) |log; l=logac
= c

a

Dimostrazione: log; 1_ —log, —
~c
a

ESERCIZI. Dimostra che valgono le seguenti uguaglianze:
a) log,10—-log,5=1 b) 3logs2+2logs3—logs12 =logs 6 c) logs3+logs 20 =1logs24—logs2+1
log;32 Log32 In32

9 log,8 Log8 In8

¢) log, 48+ logy 53 =4 f) log, % “1ogg 100-log;ge8 =2+ 10g2%
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7) EQUAZIONI ESPONENZIALI

(nelle quali, cioé, I’incognita compare almeno una volta ad esponente)
A volte la loro risoluzione ¢ elementare, come negli esempi che seguono:

O 55=125 55=5 x=3
3

1
16* -1 4)‘_1 Y 4x—4 5 3 11 11
o =22 1651 =22 (24) =2.22 o402 4x_4=2 4p= x=_
16 2 2 ( ) 2 2 8
= 2x+1 13
o %/32“1:E 33 —3°4 x3 =-4 2r¥l=-12 2=-13 y=-

In casi meno banali, si puo passare ai logaritmi, nella stessa base, di entrambi i membri. Esempi:
a 5'=3
Possiamo risolverla:

® semplicemente ricordando la definizione di logaritmo:
5% =3 significa che x & I’esponente da dare alla base 5 per ottenere come risultato 3,
quindi, la definizione di “logaritmo”,
x =logs 3~0.6826 ...

¢ applicando ad ambo i membri il logaritmo in base 5:
5% =3; logs 5" =logs 3; x=1logs 3~0.6826

® o anche applicando ad ambo i membri un gualsivoglia logaritmo,
non importa quale sia la sua base:

5*=3; log5" =log3; xlog5=1log3; x= 10g3.
log5
Ad esempio, se il logaritmo applicato ¢ quello “naturale”, in base e, avremo in questo modo:
5=3; In5"=In3; xIn5=3; _In3 ~1'0986z0.6826

X=—~
In5 1.6094

o 2" =31
g2 =log(3”) e i
xlog2=(x-1)log3
xlog?2 =xlog3—log3
xlog2—xlog3=—log3
xlog3—xlog2=1Iog3
x(log3—log2) =log3

Y= log3  Ad es., se la base del logaritmo é il num. di Nepéro e, I'espressione diventa In3/(In3—In2) ~2.7095;
- log3—log2 se la base del logaritmo €10, diventa Log3/(Log3—Log?2) =2.7095

o 271427 =g
P L, L, N

2% +2.2% =8

2% =8

||~

2x=% - log22x=10g2%; x=log2?=log216—log25=4—log25

oppure
_logl6—log5 essendo log il logaritmo

16 16
X _  —— —) X = _ = — N
2= 5 log2" =log 5° xlog2 =log16—log>; x log 2 in una base arbitraria
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O 4e**4+7¢5-2=0

4(ex)2 1765 —2=0

16
)
(ex) 74449132 7481 749 | g
12 8 8 8 \2 1
e* =-2 — impossibile 8 4
exzi—>x=ln%:lnl—ln4=0—ln4=—ln4=—ln22=—2[n2
o x"v=4

lnxlnx:h’l4; l}’l.X‘lnx:ln4; anx:ln4’ an:i l}’l4, xX=e

Gli ESERCIZI sulle equazioni esponenziali sono a pagina 19
8) DISEQUAZIONI ESPONENZIALI

Nel risolverle, occorre tener presente che

A VOLTE OCCORRE EFFETTUARE UN CAMBIAMENTO DI VERSO! 'i -
Cio avviene quando vengono confrontati due esponenziali di ugual base compresa fra 0 e 1.

Infatti, mentre ¢

a* <a' & s<t, quando a >1|,

Se0<ax<l,
. — X /!
vedi figura la funzione y =a~ ¢ DECRESCENTE!!

a* <d o s>t, quando 0<a<l - .

3x-2 2x-3 \ 1
a (lj < [lj ;o 3x-2

> 2x-3; x>-1
3 3 NOTA

si ha invece

NOTA: cambiamento di verso, perché la base % e<l. >

O e¥—e"-2<0

ex)z—ex—2<0

e =y

Y -y=2<0; (y+Dh(y-2)<0
-1<y<2

-1<e* <2

¥ ATTENZIONE! Un'esponenziale NON puo assumere valore negativo!!!
Quindi —1<e* <2 & come dire 0 <e* <2 o anche e* <2
da cui Ine* <In2 ossia x<In2

1 2x-1
> ESERCIZI
S9H 5 520 4035 9eil x>0 x>t sulle
3 disequazioni
oppure esponenziali
4x-3 2x-1 sono a
4y o )
1 > 1 © _4x—3 < 2x—1; —6x<2; 6x>-2: xZ—l pagina 19
5 5 NOTA 3

NOTA: cambiamento di verso, per il fatto che la base % e<l
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9) EQUAZIONI LOGARITMICHE

(nelle quali, cio¢, I’incognita compare almeno una volta nell’argomento di un logaritmo)

Se si riesce a ricondurle a una delle due forme
log, f(x)=b oppure log, f(x)=1Ilog, g(x)
allora ¢ fatta, perché

S(x)=g(x)

f(x)>0 o,in alternativa, g(x)>0

log, f()=bo f(x)=a" (a>0); logaf(X)=10gag(X)<—>{

¥ Di fronte ad un’equazione logaritmica
OCCORRE SEMPRE PORRE LA CONDIZIONE DI ESISTENZA
DI CIASCUNO DEI LOGARITMI COINVOLTI,
ossia la condizione di positivita stretta di ciascun argomento.

Q logz(2x-5)=4

perché log,b=c <> a“=b

2x-5=3* log, (2x-5) _ 34
[

oppure applicando ad ambo i membri la funzione esponenziale in base 3: 3
2x-5

NOTA: in questo caso la condizione di esistenza del logaritmo 2x—-5>0
si puo benissimo potre, “per tranquillita”,
ma a ben guardare ¢ superflua perché ¢ implicita nella 2x -5 =34

2x—5=81; 2x=86;

1
O log; (2x—1)=logs (x> ~25) COND. DI ESISTENZA :42¥ 170 x>3 x>5
x2—25>0; x<-5vx>5
2x—1=x* —-25; x? —2x-24=0; (x+4)(x—6)=0; x=-4nonacc. v
0 logz(x+8)-2=log;(x—-8) CE.: x>-8Ax>8 quindi
Cosi: ... Oppure cosi:
logs (x+8)—logz(x—8) =2 logs (x+8)—log; 9 =logs (x—8)
...e ora "neutralizzeremo" il logaritmo +8
log; x+8 =2 applicando la rispettiva funzione inversa, logs 2. logs (x - 8)
x—8 cioe ['esponenziale nella stessa base 9
+8
log x+8 0 -8
3858 _y2 [&%&( )} 9
“Z =9, x+8=9x-72; —8x=-80; X+8=9x-72, —8x=-80,
x f—
Q m(x-3)+n(x-4)-In(x-5)=mh(x—-06)
>3 In = logaritmo in base e : é come se fosse log,
Log = ] ] 10:¢ 1
CONDIZ. DI ESISTENZA : 1% > 4 156 og logalfltmo.zn base 10: é come se fosse log;,
x>5 log = logaritmo in una base non specificata
x>6
pEZIE=D 6
x —
(x=3)(x—-4) et
x-=5
/ —4x-3x+12= / —6x—5x+30 (la condizione x #5 é gia implicita nella x > 6)
4x =18

9
X = ) non accettabile, perché non soddisfa alla x > 6 : questa equazione ¢ IMPOSSIBILE
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1 1 x>0
A Logx——Log(x+1)=— CONDIZIONI DI ESISTENZA.{x> .
2Logx—Log(x+1)=1
Logx® —Log(x+1)=1
2
Logx—zl
x+1

2

4
10 =10 (per "neutralizzare" il logaritmo in base 10, applico I'esponenziale nella stessa base!)

—=10

x+1

x* =10x+10 (x # —1, gia comunque implicita nella x > 0)
x> ~10x-10=0

X, =5£25+10 :5iJ§=<

5— \/g non accettabile
5+ \/g accettabile

OPPURE: Logx—%Log(x +1) :%

CONDIZIONI DI ESISTENZA: come prima (portano a x > 0)

1
Logx—Log~x+ =5

Log al :l

\/x+l1 2

10 =102 (per "neutralizzare" il logaritmo in base 10, applico I'esponenziale nella stessa base!)

—\/10
\/x+1

x=+10x+10 (x # -1, gia comunque implicita nella x > 0)

X2 =10x+10 (con la condizione x > 0 gia implicita nella x > 0)

... Stesse conclusioni di prima

O Logx—logipyx+1=Log\x+3 CONDIZIONI DI ESISTENZA :

logygx 1 . . .
loggx— +1=—=log;o(x+3 ormula per il cambiamento di base
210 log1 100 ) gio(x+3) [ 1 P ]
logjox— logipx +1= %Ioglo (x+3);  2logygx—logigx+2=logyy(x+3);
1
logiox+|2| =logio(x+3); logyx+|logn100|=log;o(x+3); log;n100x =logo(x+3); 99x=3; |x=—
810 810( ) €10 glO( ) 810 glO( ) 33

O 2in(1-x)-3=0  CONDIZIONI DI ESISTENZA :

In(1-x)* =3

Applico ad ambo i membri, per "neutralizzare" il logaritmo nella base e,
la funzione inversa ossia ['esponenziale in base e!
eln(l—x)z _ A

(1—x)2=e3; 1—2x+x2:e3; x2—2x+1—e3=0; lei\[/ll7/f+e3=1ie\/g<x:1_e\/g

x= l+e\/; non acc.

Gli ESERCIZI sulle equazioni logaritmiche sono a pagina 19
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10) DISEQUAZIONI LOGARITMICHE

Nel risolverle, occorre tener presente che

A VOLTE OCCORRE EFFETTUARE UN CAMBIAMENTO DI VERSO!
Cio avviene quando vengono confrontati due logaritmi di ugual base compresa fra 0 e 1.

Infatti, mentre ¢ | log,s <log,t <> s <t, quando a >1

a

| £

si ha invece | log,s <log,t <>s>t, quando 0<a <1 | (vedi figura qui sotto 1)

5 Se O<ax<l,
lOg3 (2x —5) <4 COND.DIESIST.: 2x-5>0, x >E lafunzione y= logax e DECRESCENTE!!!
logs (2x—5) < logy 3*
2x—-5<8l1
2x <86
x <43 1

quindi, tenendo conto delle condizioni di esistenza,

§<x<43
2

NOTA
< 37 eccetera

2x-5

NOTA: applicando la funzione esponenziale in base 3, essendo 3>1 il verso non cambia!

1
2x—-1>0; x>—
logy, (2x —1) > logy, (x* —25)  CONDIZ. DI ESISTENZA : 4% P X3 X>5

¥2—-25>0; x<-5vx>5

NOTA )
2x—-1 < x“—=25 NOTA : cambiamento di verso, per il fatto che la base 0.2 ¢ <1

X2 —2x-24>0
x<—4 v x>6
e, tenendo conto delle ondizioni di esistenza,

In(x* —=2x-8)<0 CONDIZIONI DI ESISTENZA : x*>-2x-8>0 |[x<-2 v x>4

o) < 0
X —2x—8<1; x*-2x-9<0; 1-10 <x<1++/10

Mettiamo a sistema con le condizioni di esistenza:

110 =2 4 1+410

Le soluzioni di questa disequazione sono: |1— JI0<x<—=2 v 4<x<1+4/10

Logzx—SLogx+2 >0 C.E. Gli

Logx=y ESERCIZI

b sqlle o

Y =3y+2>0 disequazioni

y<lvy>2 logaritmiche
sono a

Logx<1lv Logx>2;|0<x<10v x>100 pagina 19
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11) ESERCIZI (soluzioni alla pagina successiva)
A) EQUAZIONI ESPONENZIALI

3
X

D 10000 =0 2) =L 3) 48 =g » 1) e

J10
5y 3 125
) (5x)2 B 6) 2x—x-e*=0 7) 3(2—@7*2’6):5 8) 32% =4~
9) 32+241=10-3*  10) 3e¥ —2e2*1 =0  11) 4-105-102* =0 12) ¥ =e* +6
13) e*+e* =0 14) €2¥+2 —2ex+1 =3 15) (2-5x+3)2=1.000.000 16) 4%3 4213-2x =24

17) Tramite un grafico, stabilisci quante sono e quanto valgono approssimativamente le soluzioni
dell’equazione e* = x+2. Successivamente, servendoti di un software opportuno
(ad esempio GeoGebra), approssimane il valore a due cifre decimali.

B) EQUAZIONI LOGARITMICHE ( Log = base 10; In = basee = 2.7)
18) 1og2(x2 —4x)=5 19) log, x+log,(x—4) =5 20) 3logg(x+5)=4
21) log,(x—6)+log,(x=5)=1  22) log,(4—x)=3-log,(2—x) 23) logs (x+20) =2logs x

3
24) 2logs(x+7)=3+logs(2x—1) 25) logq (x+1)_w:o
1
26) logs(3x+80)=2+logs(x—10) 27) log3(12—7x+x2)+log3—2=0
4+3x—x
28) In(4x)=4 29) Log(l—le)+Log%:2Logx 30) 2Inx+In8=In4x

31) In2x—5lhx=0 32) Log(x—11)+Log40=Log(x~8)+2  33) Log(l1-x)+Log40=Log(8—x)+2
34) log, (50x)—log, (x+8)=1 35) Log(50x)—Log(x+8)=1 36) In(50x)—In(x+8)=1
log, x—log,x -2

37) log4(x—2)+log4(x—l)=10g4(x+13)+l 38) 1+log2(\/;+l):log2(x—1) 39) 2
2 3log, x+2
40) In(lnx) =2 41) Logx? =Log’x 42) 4log,Vx+1-1log,(5-7x)=0

43) Tramite un grafico, stabilisci quante sono e quanto valgono approssimativamente le soluzioni della
equazione In(x)=x—2. Poi, con un software opportuno, approssimane il valore a due cifre decimali.

C) DISEQUAZIONI ESPONENZIALI

44) 34x+7 < 3x-11 45) 532 > 5x+4 46) 32x +3% <20 47) e* +1>6e~*
- 0.12)" (0.4 Ly
48) (0.12)° —(0.12)F >0  49) (—>0 50) 2L —>25  5]) 2x (_]
) ( ) ( ) (0‘12)5—)( (0.4)x+2 ) e > e

52) Tramite un grafico, stabilisci quante sono e quanto valgono approssimativamente le soluzioni
della disequazione 2* < x+ 2. Poi, con un software opportuno, precisa la risoluzione.

D) DISEQUAZIONI LOGARITMICHE

53) 10g3(2x_1)<5 54) logl(2x+3)>logl(x+5)
4

56) loggs(3x—4)<2 57) logy(x—1)+3<log,(x+1) 58) 2log;x <log;(x+12)

55) logy (x2 —1) >logy (x+11)

2
59) 2Logx < Log(x+110) 60) Inx >In2x 61) (logsx)” +logsx <20

62) Tramite un grafico, approssima le soluzioni della disequazione log, x < (x - 2)2 .
Poi, con un software opportuno, precisa la risoluzione.
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SOLUZIONI
_1 __ _ -7
l)x—8 2) x=-6 3) x=5 4)x—18
7+In3
5) x=3vx=-1 6) x=0vx=In2 7) x= ~ 4.049

8) 327X = 4~; log(32‘x)=log4x; (2-x)log3 =xlog4; 2log3—xlog3=xlog4; x(log4+1log3)=2log3
o 2log3  log9
~ logd+log3 logl2

=log,9 dove log ¢ il logaritmo in una base qualsiasi
9) 3262 =32r.32 29.32¢ =9.(37)" x=0vx=-2

10) 3e¥1 =2¢21; In(3e™*!) =In(2¢>*1); In3+Ine™! =In2+Ine?*; In3+x# =In2+2x#; x=In3-In2

log4
log10

11) x=Logd= ~0.602

12) x=1n3 13) imposs. 14) x=1n%=ln3—lne=ln3—1

_logd _
~log5

logsd  16) xz%\/sz 17) x~—1.84v x~1.15

15) x
18) x=—4vx=8 19) x=8 20) x=11
21) x=7 22) x=0 23) x=5

24) x=2v x=38 25) x=0 26) x=15

27) x=1  28) Nl 20) x =L
4 20

30) 2Inx+In8 =In4x; ln(8x2)=ln4x; 8x2=4x; x =0 non acc.; le

oppure: 2Inx+In8=In4x; 2Inx+In8=m4+Inx; Inx=mn4-1ng; 1nx:1n%; x:%

3) x=1v x=¢ 32) imposs. 33) x=6
M) x=t 35 x=2  36) x=—F 37) x=8
3 50-e
38) x=9 39) xzé 40) In(Inx) = 2; Inx = e?; x=ee2 41) x=1v x=100
42) xzé 43) x~0.16 v x = 3.15

44) x < -6 45) x<-2vx=4 46) x <log; 4
47) x>In2 48)x$§ 49) vxeR
2x+3 x+1 x+1 -1
0.4
50)%22.5; (z] 22; (%j Z(EJ p x+1<-1; x<-2
(0.4) 5 27 \5 5
51)x>—§ 52) -1.69<x<2

53)%<x<122 54) —%<x<2 55) -1ll<x<-3vx>4 56)x>£

12
57)1<x£% 58) 0<x<4 59)0<x<l1l 60) imposs. 61)ﬁ<x<81

62) O<x<avx>pf, cona=1.35, f~3.31
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